
فصل یازدهم

های متقارن محوریالمان

مبانی تحلیل اجزاء محدود، تألیف دیوید هاتن، ترجمه شهاب الدین حاتمی و همکاران:            مرجع اصلی
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مقدمه

اصفهان... گنبد مسجد شیخ لطف ا

دودکش کوره آجرپزی

برج خنک کننده

سازه هایی با هندسه متقارن محوری

آیا می توان در تحلیل این سازه ها از
روش متقارن محوری بهره جست و آن 

اد؟را به یک مسئله دوبعدی تقلیل د
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:متقارن محوری باشد عبارتند از

همسئلدامنههندسهمحوریتقارن-1

مصالحخصوصیاتمحوریتقارن-2

مرزیشرایطمحوریتقارن-3

بارگذاریمحوریتقارن-4
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وعیشعاهایمختصهتابعفقطمیدانیمتغیرشوند،برآوردهشرایطایناگر
,r)محوری z)دگردمیتوصیفبعدیدومعادلاتباریاضینظرازوباشدمی.
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توابعجملهازوحلروندمحوری،متقارنمسئلهمحدوداجزایتحلیلدر❖
ودیبعدوالمانهرنتیجهدر.باشندمیθمحیطییمختصهازمستقلدرونیاب

.بردکاربهمحوریمتقارنمسائلدرتوانمیراالمانآننظیرتوابع
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𝝓(𝒓, 𝒛) =

𝒊=𝟏

𝐌

𝑵𝒊(𝒓, 𝒛)𝝓𝒊

Computers & Structures

Engineering Analysis with Boundary Elements

المان چهارضلعی 
در فضای دو بعدی 

نمایش سه بعدی یک المان 
چهارضلعی متقارن محوری

برشی از یک مسئله متقارن محوری
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:گیری بر حجم المان محدودانتگرال

:مسئله متقارن محوری
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𝑭(𝒓, 𝜽, 𝒛) =ම

𝑽

𝒇(𝒓, 𝜽, 𝒛)𝒅𝑽 =ම𝒇(𝒓, 𝜽, 𝒛)𝒓 𝒅𝒓 𝒅𝜽 𝒅𝒛

𝒅𝑽 = 𝒓 𝒅𝒓 𝒅𝜽 𝒅𝒛

𝑭(𝒓, 𝜽, 𝒛) ≡ 𝑭(𝒓, 𝒛) = 𝟐𝝅ඵ

𝑨

𝒇(𝒓, 𝒛)𝒓 𝒅𝒓 𝒅𝒛

نمایش سه بعدی یک المان محدود متقارن محوری

r
dq

یک جزء حجم  بینهایت کوچک
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لثیمثالمانبرمبتنیمحوریمتقارنالمانیکبرای
.یدکنمحاسبهرازیرانتگرالگره،ششبادومدرجه
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𝑳𝟐(𝟐𝑳𝟐 − 𝟏)(𝟒𝑳𝟏𝑳𝟐)𝒓𝒅𝒓𝒅𝒛
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طحسرویبرمیدانی،متغیردرونیابتوابعاگرچه
اآنجازاماکنند،میتغییردومدرجهطوربهالمان

عاعیشیمختصههستند،مستقیمالماناضلاعکه
نقاطخطیدرونیابیاززیرصورتبهتوانمیرا

:آوردبدستمثلثرئوسگرهی
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𝒓 = 𝑳𝟏𝒓𝟏 + 𝑳𝟐𝒓𝟐 + 𝑳𝟑𝒓𝟑

1مثال 

𝑰 = 𝟐𝝅න
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𝑳𝟐(𝟐𝑳𝟐 − 𝟏)(𝟒 𝑳𝟏𝑳𝟐)(𝑳𝟏𝒓𝟏 + 𝑳𝟐𝒓𝟐 + 𝑳𝟑𝒓𝟑)𝒅𝑨
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𝟐𝑳𝟐

𝟑𝒓𝟏 + 𝑳𝟏𝑳𝟐
𝟒𝒓𝟐 + 𝑳𝟏𝑳𝟐

𝟑𝑳𝟑𝒓𝟑 𝒅𝑨

− 𝟖𝝅න

𝑨

𝑳𝟏
𝟐𝑳𝟐

𝟐𝒓𝟏 + 𝑳𝟏𝑳𝟐
𝟑𝒓𝟐 + 𝑳𝟏𝑳𝟐

𝟐𝑳𝟑𝒓𝟑 𝒅𝑨

شود کهبنابراین نتیجه می

𝑰 =
𝝅𝑨

𝟑𝟏𝟓
𝟔𝒓𝟐 − 𝟒𝒓𝟏 − 𝟐𝒓𝟑

ඵ

𝑨

𝑳𝟏
𝒂 𝑳𝟐

𝒃 𝑳𝟑
𝒄  d𝑨 =

𝟐𝑨
𝒂! 𝒃! 𝒄!

𝒂 + 𝒃 + 𝒄 + 𝟐 !
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𝑁1(𝑟, 𝑧) =
1

2𝐴
(𝑟2𝑧3 − 𝑟3𝑧2) + (𝑧2 − 𝑧3)𝑟 + (𝑟3 − 𝑟2)𝑧

𝑁2(𝑟, 𝑧) =
1

2𝐴
(𝑟3𝑧1 − 𝑟1𝑧3) + (𝑧3 − 𝑧1)𝑟 + (𝑟1 − 𝑟3)𝑧

𝑁3(𝑟, 𝑧) =
1

2𝐴
(𝑟1𝑧2 − 𝑟2𝑧1) + (𝑧1 − 𝑧2)𝑟 + (𝑟2 − 𝑟1)𝑧
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. شوددشوار می[B]در دامنه موجود باشد، فرمول بندی ماتریس r=0اگر 
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( )      ( )
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V e
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( )     
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2
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A e

k B D B r dr dz  =
  

( )  2
Te

k rA B D B          

ی المان مثلثی سه گره

. شودحل می[B]مشکل فرمول بندی ماتریس ҧ𝑟در دامنه موجود باشد، با استفاده از  r=0اگر 

طح به عنوان یک روش تقریبی، می توان از مختصات مرکز س
)المان ҧ𝑟,ഥ𝑧)در محاسبه ماتریس سختی استفاده کرد:
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C( ҧ𝑟, ഥ𝑧)
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ی برای المان مثلث
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1مثال 

باشندابعاد بر حسب اینج می
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حل

فشارهیچوکردهاثروجهیکرویتنهافشارآنجایی کهاز
:نداردوجودمحوری
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2 1 2 3 0r z z zf f f f= = = =

1مثال 

1

2

3

4

3

N r z

N r

N z

= − −

= −

=

1

2

3

1

0

N z

N

N z

= −

=

=

3-1در امتداد لبه 
(𝑟 = 3 )

𝑁1(𝑟, 𝑧) =
1

2𝐴
(𝑟2𝑧3 − 𝑟3𝑧2) + (𝑧2 − 𝑧3)𝑟 + (𝑟3 − 𝑟2)𝑧

𝑁2(𝑟, 𝑧) =
1

2𝐴
(𝑟3𝑧1 − 𝑟1𝑧3) + (𝑧3 − 𝑧1)𝑟 + (𝑟1 − 𝑟3)𝑧

𝑁3(𝑟, 𝑧) =
1

2𝐴
(𝑟1𝑧2 − 𝑟2𝑧1) + (𝑧1 − 𝑧2)𝑟 + (𝑟2 − 𝑟1)𝑧

با مختصات داده شده
برای گره ها
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است وds=dzباشد، در نتیجه 3تا گره 1اگر مسیر انتگرال گیری از گره 
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نیروهای بدنه

:نیروهای وارد بر جرم واحد جسم در جهات مختصات
𝑅𝐵
𝑍𝐵

𝒅𝒎 = 𝝆 𝒓 𝒅𝒓 𝒅𝜽 𝒅𝒛

r
dq

جرم جزء بینهایت 
:کوچک

A(e)
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مجسیکازقسمتیزیرشکلمحوریمتقارنالمان
zمحورحولrad/sec10زاویه ایسرعتباکهاست

قرارzمنفیامتداددرجاذبهمعرضدرومی چرخد
.کنیدمحاسبهرامعادلگرهینیروهای.دارد
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2مثال 

( )
4 2 47.3 10  lb-s /in .
− :مادهچگالی

:حل

2 2
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386.4 in./s

B

B

R r r

Z g

= =

= − = −



های متقارن محوریالمان: فصل یازدهم

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

22

1

2

3

4

3

N r z

N r

N z

= − −

= −

=
2مثال 

با مختصات داده شده
برای گره ها
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2مثال 

مانبه عنوان یک روش تقریبی، می توان از مختصات مرکز سطح ال
( ҧ𝑟,ഥ𝑧)در محاسبه انتگرال استفاده کرد که در این صورت:
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C( ҧ𝑟, ഥ𝑧)


